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11.4 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. 


Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì êðàåâûõ çàäà÷ è âåðîÿòíîñòíûìè ïðîöåññàìè áûëà óæå äàâíî (â 1934ã.), îòìå÷åíà â ðàáîòå È.Ã. Ïåòðîâñêîãî, íî ðåàëèçàöèè ýòîé ñâÿçè ñòàëà âîçìîæíîé ëèøü â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ.


Íàèáîëåå òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à) äëÿ äâóìåðíîãî è òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà  (U=0.


Îáû÷íî ðåøåíèå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äàæå ýòîé ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì. Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåì, ÷òî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå ñïîñîáû (åñëè íåâûãîäíî ïðèìåíèòü ìåòîä ïðîãîíêè èëè ôàêòîðèçàöèè). Âñå ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû îòíîñÿòñÿ ê êëàññó äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ. Ñ ïðîáëåìàìè ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìû çíàêîìû.  Äîáàâèì òîëüêî, ÷òî ïðè èòåðàöèîííîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ (òàêæå, êàê è â óæå çíàêîìûõ ìåòîäàõ) íóæíî ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè U âî âñåõ óçëàõ ðåøåòêè. Òàê êàê êîëè÷åñòâî óçëîâ îáû÷íî î÷åíü âåëèêî, òî ýòî âûçûâàåò òðóäíîñòè ïðè õðàíåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè U â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ è òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îáðàùåíèé ê âíåøíåé ïàìÿòè, íå ãîâîðÿ óæå î ÷èñëå îïåðàöèé. 


Âðåìÿ ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîé çàäà÷è Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîìïüþòåðà è ïîýòîìó åå ðåøåíèå ÷àñòî âõîäèò â ïðîãðàììó èñïûòàíèé íîâûõ óíèâåðñàëüíûõ ÝÂÌ. 


Ñóùåñòâåíåí ïðè ýòîì ôàêò, ÷òî äëÿ âñåõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè (÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ) âëå÷åò çà ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíîå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ ðåøåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê ìíîãîìåðíûì çàäà÷àì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè î÷åíü áûñòðî ïîäâîäèò ê ïðåäåëàì âîçìîæíîñòåé ìàøèííîé ïàìÿòè ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ.


Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.


Â îãðàíè÷åííîé ñâÿçíîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè X,Y ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé GO ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.


�EMBED Equation.3���			(1)


ãäå U=U(X,Y) èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.


(Óðàâíåíèå (1) ïðè F(X,Y)=0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, êîòîðûì  îïèñûâàþòñÿ ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû èëè ñîñòîÿíèÿ: ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ïîëÿ, áåçìîìåíòíàÿ òåîðèÿ îáîëî÷åê, óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè è äðóãèå ðàñïðîñòðàíåííûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðè F(X,Y)(0 - óðàâíåíèåì (1) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàþòñÿ ïðîöåññû òåïëîïåðåäà÷è ñ âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà.).


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå GO çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ g(X,Y) (÷àñòî ïèøóò g(S), ãäå S - äëèíà äóãè ãðàíèöû, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò êàêîé-íèáóäü ôèêñèðîâàííîé òî÷êè). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðåøåíèå U(X,Y) óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå íà ãðàíèöå ñîâïàäàåò ñ g(X,Y):


U(X,Y) Go = g (X,Y)				(2)


Çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2), íàçûâàþò çàäà÷åé Äèðèõëå. 


Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáû÷íî âûáèðàþò íà ïëîñêîñòè äîñòàòî÷íî ìåëêóþ êâàäðàòíóþ ñåòêó ñ øàãîì h. Êîîðäèíàòû óçëîâ ýòîé ñåòêè ïóñòü áóäóò Xj=jh, Yl=lh, à çíà÷åíèÿ U(Xj,Yl) è F( Xj,Yl) äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì Ujl è Fjl,


Óçåë (j,l) íàçûâàþò âíóòðåííèì, åñëè è îí è âñå ÷åòûðå ñîñåäíèõ ñ íèì óçëà (j-1,l), (j+1,l), (j,l-1), (j,l+1) ïðèíàäëåæàò G+GO, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óçåë (j,l), ïðèíàäëåæàùèé G+GO, íàçûâàþò ãðàíè÷íûì.

















Âî âíóòðåííåì óçëå (Õj,Yl) óðàâíåíèå (1) çàìåíÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì:


�EMBED Equation.3���	(3)	





�


êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:


�EMBED Equation.3���                (4)


Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ïîëàãàåì:  Uj,l=gj,l					     


(Çíà÷åíèÿ gj,l  (ñíîñÿò( ñ áëèæàéøèõ òî÷åê ãðàíèöû GO).


Èìåííî ñîîòíîøåíèÿ òèïà (4) íàòîëêíóëè èññëåäîâàòåëåé íà ìûñëü èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.


Äëÿ ýòîãî çàïèøåì íàøó çàäà÷ó â íåñêîëüêî äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ è äëÿ áîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ – óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.   


Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ îáëàñòü è íà åå ãðàíèöå Ã çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(Q). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ U(P), êîòîðàÿ âíóòðè äàííîé îáëàñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà 


�EMBED Equation.3���U = 0	 (çäåñü 	�EMBED Equation.3���, êàê è ðàíåå, îïåðàòîð Ëàïëàñà: �EMBED Equation.3��� )


è íà ãðàíèöå Ã îáëàñòè ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ U(Ã =f(Q),  ãäå Q(Ã.				�EMBED Equation.3���   +++++++++++?


Çàäàâøèñü íåêîòîðûì ÷èñëîì h (øàãîì) ïðîâîäÿò â ïëîñêîñòè  ñåòêó, îáðàçóÿ ìíîæåñòâî óçëîâ. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþò òîëüêî òå óçëû ñåòêè, êîòîðûå ïîïàëè âíóòðü îáëàñòè. Óçëû ñåòêè äåëÿòñÿ íà äâà ñîðòà. Óçëû, äëÿ êîòîðûõ ÷åòûðå ñîñåäíèõ óçëà ëåæàò â îáëàñòè èëè íà åå ãðàíèöå, íàçûâàþò âíóòðåííèìè è îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì Ð; óçëû, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ñîñåäíèõ âíóòðåííèõ óçëîâ ìåíüøå ÷åòûðåõ, íàçûâàþò ãðàíè÷íûìè. Èõ îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì Q.





Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ôóíêöèÿ U ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ


U(Q ) = f(Q)


Âî âíóòðåííèõ óçëàõ ìû èùåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(P), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:


U(P)=�EMBED Equation.3���			(5)


Çäåñü Ð1, Ð2, Ð3, Ð4 - îçíà÷àþò ÷åòûðå óçëà, ñîñåäíèå ê âíóòðåííåìó  Ð. Êàê ìû óæå âèäåëè, ñèñòåìà òàêèõ (4) óðàâíåíèé - ýòî îáû÷íàÿ ñèñòåìà â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ. Ðàññìîòðèì ñâÿçàííóþ ñ ñèñòåìîé (4) òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíóþ ñõåìó. Ýòó ñõåìó ïðèíÿòü ðàññêàçûâàòü â âèäå òàê íàçûâàåìîé (çàäà÷è î ïüÿíûõ(.


Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîðîíû ðåøåòêè êàê ãîðîäñêèå êâàðòàëû, à óçëû - êàê ïåðåêðåñòêè ãîðîäñêèõ óëèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç óçëà Ð âûõîäèò (ïüÿíûé(, êîòîðûé ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ (à èìåííî, ðàâíîé 1/4) ìîæåò ïîïàñòü â ëþáîé èç ñîñåäíèõ óçëîâ. Àíàëîãè÷íî, ïîïàâ â î÷åðåäíîé óçåë (âîéäÿ íà î÷åðåäíîé ïåðåêðåñòîê), (ïüÿíûé( ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ èäåò ïî îäíîìó èç ïðèìûêàþùèõ ê ýòîìó ïåðåêðåñòêó êâàðòàëîâ, ïîêà íå âûéäåò íà ñëåäóþùèé ïåðåêðåñòîê.


Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãîðîä îáíåñåí ãëóáîêèì ðâîì: ýòî ñêàçûâàåòñÿ â òîì, ÷òî âûéäÿ íà ãðàíèöó ãîðîäà (ò.å. ãðàíè÷íûé óçåë ðåøåòêè), (ïüÿíûé( îñòàåòñÿ â ýòîì óçëå, òàê ñêàçàòü, ñâàëèâøèñü â ðîâ.


Âîçíèêàåò âîïðîñ îá îòûñêàíèè âåðîÿòíîñòè U(P,Q) òîãî, ÷òî (ïüÿíûé(, âûéäÿ èç óçëà Ð, îêîí÷èò áëóæäàíèå â ãðàíè÷íîì óçëå Q.


Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå, (ïüÿíûé( â êîíöå êîíöîâ îêàæåòñÿ íà ãðàíèöå ãîðîäà.


Íàéòè èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü â ÿâíîì âèäå ñëîæíî, îäíàêî ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå äëÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè.


Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî (ïüÿíûé( ïîïàäåò èç òî÷êè Ð â òî÷êó Q, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îí ëèáî ïîïàäåò èç òî÷êè Ð â òî÷êó Ð1, îòòóäà â Q, ëèáî ïîïàäåò èç Ð â Ð2, à îòòóäà â Q, ëèáî èç Ð â Ð3, çàòåì â Q, ëèáî èç Ð â Ð4 è çàòåì â Q. Çäåñü îïÿòü-òàêè ÷åðåç Ð1, Ð2, Ð3, Ð4 îáîçíà÷àåì ÷åòûðå ñîñåäíèõ ê Ð óçëà. Òàê êàê âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ èç Ð â êàæäûé èç Ð1, Ð2, Ð3, Ð4  ðàâíû 1/4, òî ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé


U(Ð,Q)=�EMBED Equation.3���			(6)


Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (1), ñâÿçûâàþùåìó íå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ, à âåðîÿòíîñòè. Êðîìå òîãî, âåðîÿòíîñòü U(P,Q) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì:


�EMBED Equation.3���	ãäå Q’’ è  Q  - ãðàíè÷íûå óçëû.        (7)


Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì (1), ïðè äàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ.


Åñëè ïðîìîäåëèðîâàòü áëóæäàíèÿ (ïüÿíîãî( N ðàç, çàñòàâëÿÿ åãî êàæäûé ðàç âûõîäèòü èç òî÷êè Ð1 è ñîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî Ì èñïûòàíèé, ïðè êîòîðûõ ïóòü (ïüÿíîãî( îêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå Q, òî áóäåì èìåòü:


�EMBED Equation.3���					         (8)


Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûì óñëîâèåì (2).


×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå ñ îáùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, íåîáõîäèìî íåìíîãî îáîáùèòü ïðèâåäåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ñõåìó, à èìåííî: ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê (ïüÿíûé( ñâàëèâàåòñÿ â ðîâ â ãðàíè÷íîì óçëå Q, ñ íåãî âçèìàåòñÿ øòðàô, ðàâíûé f(Q). ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà øòðàôà, óïëà÷åííîãî (ïüÿíûì(, âûøåäøèì èç òî÷êè Ð, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. 


Îáîçíà÷èì åå ((P). Âåëè÷èíà øòðàôà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå:


f(Q1), f(Q2), .... ,f(QS)


ãäå �EMBED Equation.3���- ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ óçëîâ. Âåðîÿòíîñòü çàïëàòèòü øòðàô f(Qi) ðàâíà U(P,Qi). Çíà÷èò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà îïðåäåëèòñÿ òàê :


�EMBED Equation.3���


ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà ((Ð) çàâèñèò îò òî÷êè âûõîäà Ð. Ýòà ôóíêöèÿ, êàê è ðàíåå,  óäîâëåòâîðÿåò ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ:


�EMBED Equation.3���


Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ Q=Qi â ïîëó÷åííîå ðàíåå 


U(Ð,Q)=�EMBED Equation.3���	


è óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà f(Qi), ìû ïîëó÷èì ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì ãðàíè÷íûì óçëàì Qi ïðèâåäåííîå ðàâåíñòâî äëÿ ((Ð).


Äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ  ((Ð) óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîäñòàâèòü Ð=Q â âûðàæåíèå äëÿ  ((Ð), òî â ñèëó óñëîâèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ U(P,Q):  


U(Q,Q) =1


U(Q’’,Q)=0    (Q’’(Q)


â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ ((Ð)  ïðîïàäóò âñå ñëàãàåìûå, êðîìå îäíîãî


((Q) = U(Q,Q)        f(Q) = f(Q);


Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ  ((Ð) ïðèíèìàåò íà ãðàíèöå çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå.





Îöåíêà âðåìåíè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è


Ïîñìîòðèì, îò ÷åãî çàâèñèò âðåìÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.


Ïóñòü óçåë Ð èìååò êîîðäèíàòû (Õî,Yo). . Òîãäà ñîñåäíèå óçëû èìåþò êîîðäèíàòû (ïðè h=1): P1=(Õî+1,Yo); P2=(Õî,Yo+1);  P3=(Õî-1,Yo);   P4=(Õî,Yo-1).


Îáîçíà÷èì òåêóùèå êîîðäèíàòû (ïüÿíîãî( ÷åðåç (X,Y). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååì X=Xo,  Y=Yo.  Ïåðåõîä (ïüÿíîãî(  èç óçëà Ð â ñîñåäíèé óçåë ñîîòâåòñòâóåò ïðèáàâëåíèþ (èëè âû÷èòàíèþ) åäèíèöû ê îäíîé èç êîîðäèíàò X èëè Y. Ïîñëå òîãî, êàê (ïüÿíûé( ïåðåéäåò èç óçëà Ð â óçåë Ði, ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Òîëüêî êàæäûé ðàç íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü, íå ïîïàë ëè óæå (ïüÿíûé( íà ãðàíèöó ãîðîäà.


Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ íàäî âñåãäà ïîìíèòü âåëè÷èíû (Õî,Yo) - êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè Ð è (Õ,Y) - òåêóùèå êîîðäèíàòû  (ïüÿíîãî(.


×èñëî îïåðàöèé íà ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñêîëüêî  (ïüÿíîìó( íóæíî ïðîéòè ïåðåêðåñòêîâ, ÷òîáû âûéòè íà ãðàíèöó.


Ïóñòü ÷èñëî óçëîâ ïðè j-ì áëóæäàíèè ðàâíî (j. Òîãäà âðåìÿ ðåøåíèÿ Ò îïðåäåëèòñÿ:


Ò=t((1+(2+....+(N)


ãäå t - âðåìÿ ïåðåõîäà â ñîñåäíèé óçåë, à N - ïîëíîå ÷èñëî áëóæäàíèé, êîòîðîå íàäî ïðîìîäåëèðîâàòü, ÷òîáû äîñòè÷ü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Âåëè÷èíà N îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.


�EMBED Equation.3���


ãäå ( - ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ, D((P)- äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû ((P), à max (f(Q)(áåðåòñÿ ïî âñåì ãðàíè÷íûì óçëàì ðåøåòêè.


×èñëî óçëîâ, ïðîõîäèìûõ (ïüÿíûì( çà îäíî áëóæäàíèå, åñòü òîæå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó ñóììà ýòèõ âåëè÷èí ïðèáëèæåííî ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âåëè÷èíû, óìíîæåííîé íà N. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðåøåíèÿ ðàâíî:


T ( t N(E()


Ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ ïðè áëóæäàíèè E( çàâèñèò îò ôîðìû ðåøåòêè è îò øàãà h. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî áëóæäàíèé çàâèñèò òîëüêî îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ðåøåòêè, åñëè ïðèíÿòü h=1. Åñëè r - ðàäèóñ îáëàñòè G, òî E( ( r2. Âîîáùå ãîâîðÿ, âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èìååò ïîðÿäîê 


T ( �EMBED Equation.3���


Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàâèñèò åùå îò òîãî, íàñêîëüêî ìåëêîé âûáðàíà ðåøåòêà. Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ  (=0,001 îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f(Q), òî òîãäà r~100, N~10000 è Ò~ t (108. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ íà ÝÂÌ, ãäå îäèí øàã ìîæíî âûïîëíÿòü çà 100 ìêñåê, òî ïîëíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì:


Ò~ 104 ñåê ~ 3 ÷àñà.


Âàæíî îòìåòèòü ïåðâûå òðè îñîáåííîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî:





1. ïðè ðåøåíèè íóæíî ïîìíèòü ìàëîå ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ (òîëüêî âåëè÷èíû X, Y, Xo, Yo). Íà ýòîì îñíîâàíà èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ÝÂÌ ñ ìàëîé ïàìÿòüþ è ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, ïðèñïîñîáëåííûõ ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî;


2. âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ((P) â îäíîì óçëå ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè. Åñëè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ((P) âî âñåõ óçëàõ, òî âðåìÿ ðåøåíèÿ âîçðàñòàåò. Íî ÷àñòî áûâàåò íå íóæíî íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ((P) âî âñåõ óçëàõ, à ëèøü â íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ óçëàõ;


3. íà ýòîé çàäà÷å òàêæå ïðîÿâëÿåòñÿ îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî - ïðèñïîñîáëåííîñòü ê ìíîãîìåðíûì çàäà÷àì.





Ìîæíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå :	Z(P)<�EMBED Equation.3��� íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè.


Áîëåå îáùèå çàäà÷è


Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îáùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà 2-ãî ïîðÿäêà.


�EMBED Equation.3���


ãäå   ac-b2>0.


Ñ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçàíà îáîáùåííàÿ çàäà÷à áëóæäàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà (ïüÿíîãî( èç óçëà â óçåë ðàçëè÷íû è çàâèñÿò îò òîãî óçëà, â êîòîðîì â íàñòîÿùèé ìîìåíò íàõîäèòñÿ (ïüÿíûé(.


Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü è áîëåå îáùèå êðàåâûå óñëîâèÿ.


Òàê óñëîâèå âèäà


�EMBED Equation.3���


ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïðè ïîïàäàíèè â ðîâ, îãðàíè÷èâàþùèé ãîðîä, (ïüÿíûé( ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò âûêàðàáêàòüñÿ îáðàòíî è ïðîäîëæàòü áëóæäàíèå.


Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè


�EMBED Equation.3���


Èùåòñÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è îò âðåìåíè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòü D, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå, âïèñàíà ðåøåòêà øàãà h. Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè è (P,tK) â óçëàõ Ð ðåøåòêè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tK.


Ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîìó óñëîâèþ


�EMBED Equation.3���


è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ


  �EMBED Equation.3���


Âûáèðàåì  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè:  t=0, 1, 2, ... , K, ... .


Åñëè âûáðàòü ðàçóìíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàñøòàáîì âðåìåíè è øàãîì ðåøåòêè, òî ïðèäåì ê óðàâíåíèþ:


UK(P)=�EMBED Equation.3���			


ãäå Ð1, Ð2, Ð3 è Ð4 - ÷åòûðå ñîñåäíèõ ê Ð óçëà.


Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå U â òî÷êå Ð â ìîìåíò âðåìåíè Ê. Ðåøåòêó  ìû ìîæåì ñ÷èòàòü êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íî òåïåðü (ïüÿíûé( äîëæåí ïðîõîäèòü çà åäèíèöó âðåìåíè ðîâíî îäèí êâàðòàë.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ïüÿíûé( âûõîäèò èç ïåðåêðåñòêà Ð è ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàåò â îäèí èç ñîñåäíèõ ïåðåêðåñòêîâ; îòòóäà îí àíàëîãè÷íî ïåðåäâèãàåòñÿ äàëüøå, ïðè÷åì, åñëè (ïüÿíûé( ïîïàäàåò íà ãðàíèöó, òî òàì îñòàåòñÿ. Âåñü ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ íå áîëåå Ê øàãîâ.


Åñëè çà Ê  øàãîâ (ïüÿíûé( íå óñïåë ñâàëèòüñÿ â ðîâ, à îêàçàëñÿ âî âíóòðåííåì óçëå Ð, òî îí ïëàòèò øòðàô:      �EMBED Equation.3���


Åñëè æå îí ñâàëèëñÿ â ðîâ äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà, òî îí ïëàòèò øòðàô �EMBED Equation.3���, ãäå Q - òî÷êà ãðàíèöû, êóäà ñâàëèëñÿ (ïüÿíûé(.


Âñåãî òàêèõ áëóæäàíèé ïðîäåëàåì N. Ñóììàðíûé øòðàô, ïîäåëåííûé íà N åñòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è ïðèâåäåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.....


×òîáû ïîêàçàòü ýòî, âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç VK(P,Q) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç Ê øàãîâ (ïüÿíûé(, âûéäÿ èç òî÷êè Ð, îêàæåòñÿ â òî÷êå Q. Óñëîâèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ýòà âåðîÿòíîñòü íàéòè äîñòàòî÷íî ïðîñòî:


VK(P,Q)=�EMBED Equation.3���   	(A)


Âåëè÷èíà VK(P,Q) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:


           �EMBED Equation.3��� (ïðè Q’’=Q,ãäå Q’’ è Q  - ãðàíè÷íûå óçëû) 		(Á)


Çàìåòèì, ÷òî Vî(P,Ð)=1, Vî(P,Q)=0, ãäå P, Q - ëþáûå óçëû (âíåøíèå è âíóòðåííèå). 


Íàêîíåö, VK(P,Q)=0, òàê êàê èç âíåøíåãî óçëà Q íåëüçÿ ïðîéòè âî âíóòðåííèé óçåë Ð. Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà, çàïëà÷åííîãî (ïüÿíûì( ïðè âûõîäå èç òî÷êè Ð. Âåëè÷èíà øòðàôà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 


q(P1), q(P2), ... , q(Pr), f(Q1), f(Q2), ... , f(QS) c âåðîÿòíîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî VK(P,P1), VK(P,P2), ... , VK(P,Pr), VK(P,Q1), VK(P,Q2), ... , VK(P,QS).


Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà ðàâíî 


�EMBED Equation.3���			(Ñ)


Ïîäñòàâèì Q=Qj  â (À) è ïîìíîæèì îáå ÷àñòè íà f(Qj).


Çàòåì ïîäñòàâèì Q=Pi è ïîìíîæèì íà g(Pi). Ñëîæèì âñå ïðîèçâåäåíèÿ è ïîëó÷èì:


�EMBED Equation.3���	


ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà åñòü ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.


Êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ 	�EMBED Equation.3��� ïðîâåðÿåì, èñõîäÿ èç (Á). Äåéñòâèòåëüíî,  ïîëîæèì Ð=Qj , ãäå Qj - âíåøíèé óçåë. Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè (Ñ) îñòàåòñÿ îäèí íåíóëåâîé ÷ëåí 


�EMBED Equation.3���


Åñëè ïîëîæèòü Ð=Ði è Ê=0, òî â (Ñ) òàêæå îñòàåòñÿ îäèí  ÷ëåí 


�EMBED Equation.3���





Ïðèìåð ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è


Ñíîâà âåðí¸ìñÿ ê çàäà÷å Äåðèõëå. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âî âíóòðåííåì óçëå (Õj,Yl) óðàâíåíèå (1) çàìåíÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì:


�EMBED Equation.3���		(3)


êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:


�EMBED Equation.3���


Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ïîëàãàåì:  Uj,l=gj,l					     (4)


(Çíà÷åíèÿ gj,l  (ñíîñÿò( ñ áëèæàéøèõ òî÷åê ãðàíèöû GO).


Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü âñå óçëû, ïðèíàäëåæàùèå G+GO (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå), è ïåðåïèñàòü â òîì æå ïîðÿäêå óðàâíåíèÿ (3) è (4), òî ïîëó÷èì ñèñòåìó  âèäà:


�EMBED Equation.3���			(=1,2, ... ,  m


(m - êîëè÷åñòâî óçëîâ), ñ âåñüìà ñâîåîáðàçíîé ìàòðèöåé; âíóòðåííåìó óçëó ñ íîìåðîì  ( îòâå÷àåò ñòðîêà à(1, ... ,  à(m , â êîòîðîé 4 ýëåìåíòà ðàâíû 1/4, à îñòàëüíûå - íóëè;


ãðàíè÷íîìó óçëó ñ íîìåðîì ( îòâå÷àåò ñòðîêà à(1= à(2=...= à(m =0;  âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû à(( =0. Ñâîáîäíûå ÷ëåíû ýòîé ñèñòåìû ðàâíû	f(=�EMBED Equation.3��� , åñëè óçåë íîìåðà ( -âíóòðåííèé, è f(= g(, åñëè óçåë íîìåð ( - ãðàíè÷íûé.


Ïîñòðîèì ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðàñ÷åòà Ur - çíà÷åíèÿ â îäíîì çàðàíåå çàäàííîì óçëå.


Âûáåðåì ìàòðèöó ïåðåõîäîâ 


�EMBED Equation.3���


(((( - ñèìâîë Êðîíåêåðà, (((=1  (((=0 ïðè ((().


Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ öåïè ïî òàêîìó çàêîíó îêàçûâàåòñÿ î÷åíü íàãëÿäíûì.


íà÷èíàåì ñ kî=r;


åñëè óçåë ki âíóòðåííèé, òî ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ 1/4 âûáèðàåì â êà÷åñòâå ki+1 íîìåð


 îäíîãî èç ñîñåäíèõ ñ íèì óçëîâ;


åñëè óçåë ki ãðàíè÷íûé, òî öåïü îñòàíàâëèâàåòñÿ ki =ki+1 =ki+2 = ... .


Ðàñ÷åò âåñîâ Wi âäîëü òàêîé öåïè òàêæå ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñò: ïîêà öåïü íå ïîïàëà íà ãðàíèöó Wî= Wl=Wi=1; äàëåå Wi+1= Wi+2= ... = 0.


Ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé


(=(ko+(k1+ ... +(ki   	ãäå ki - íîìåð ïåðâîãî âûõîäà öåïè íà ãðàíèöó. 


Â ýòîì âûðàæåíèè  âñå ñëàãàåìûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:  f(= - (1/4)h2F(


è ëèøü ïîñëåäíåå fki  ðàâíî  gki.


Ïðèìåð.    Ïóñòü U(X,Y)- ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà: �EMBED Equation.3��� ( ò.å. F(X,Y)=0)  â åäèíè÷íîì êâàäðàòå 0(X(1, 0(Y(1, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì U(X,0)=0,  U(0.Y)=0,  U(1,Y)=Y,  U(X,1)=X.


Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè â öåíòðå êâàäðàòà U(1/2, 1/2).


 Âûáåðåì â êâàäðàòå ñåòêó ñ øàãîì h=1/4 è ïåðåíóìåðóåì óçëû.


�Äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (=gKi, òàê, ÷òî ( ðàâíî çíà÷åíèþ g â òîì óçëå, â êîòîðîì ñëó÷àéíàÿ öåïü ïåðåõîäà «ïüÿíîãî»  ïîïàäàåò íà ãðàíèöó. Âîçëå êàæäîãî ãðàíè÷íîãî óçëà â ïðÿìîóãîëüíîé ðàìêå ïðîñòàâëåíî çíà÷åíèå g äëÿ íàøåãî ïðèìåðà.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíûõ öåïåé âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ öèôð. Åñëè ñëó÷àéíàÿ öèôðà ( îêàæåòñÿ 0 èëè 4, òî áóäåì ïåðåìåùàòüñÿ â ñîñåäíèé óçåë ñïðàâà; åñëè ( ðàâíî 1 èëè 5, òî áóäåì ïåðåìåøàòüñÿ âëåâî; åñëè ( ðàâíî 2 èëè 6, òî áóäåì ïåðåìåùàòüñÿ ââåðõ; åñëè (=3 èëè 7, òî ïåðåìåùàåìñÿ âíèç; çíà÷åíèÿ (=8 èëè 9 îïóñêàåì. Ïðåäïîëîæèì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðÿä ñëó÷àéíûõ ÷èñåë:


8,6,5,1,5,9,0,7,9,5,6,6,1,5,5,6,6,4,3,4,5,6,5,5,8,1,2,3,3,2,9,4,3,7,7,5,7,8,0,2,5,2
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì öåïÿì çíà÷åíèÿ ( ðàâíû 0, 0, 0, 1/2, 1/4, 0, 0, 0, 0, 1/4


 Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ âåëè÷èí äàåò íàì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êå (1/2, 1/2).


U(1/2, 1/2) (�EMBED Equation.3���


Òî÷íîå ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è U(1/2, 1/2)=0,25.





Ïðîäîëæàÿ îòìå÷àòü îñîáåííîñòè ìåòîäà, ñëåäóåò ñêàçàòü,÷òî:





4. Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè îáëàñòü G îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîóãîëüíèêà èëè êðóãà, òî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âûøå ïðèâåäåííîé çàäà÷è íåâîçìîæíî. Êîíå÷íûå ðàçíîñòè òàêæå ñêëîííû ê ïðîñòûì îáëàñòÿì. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî íå çàâèñèò îò ôîðìû îáëàñòè.


5. Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå 


ôóíêöèè òîëüêî â îäíîì ïðîèçâîëüíîì óçëå, ÷òî ÷àñòî áûâàåò åäèíñòâåííîé öåëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è.


6. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà áëóæäàíèÿ íåñêîëüêèõ 


÷àñòèö, ñòàðòóþùèõ èç óçëà À, ÷òî ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýòèì ìåòîäîì.


7. Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ òàêæå âîçìîæíîñòü 


ïðèìåíåíèÿ îäíèõ è òåõ æå áëóæäàíèé äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.  Áîëåå òîãî, îäíè è òå æå áëóæäàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ òîãî æå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íî îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ âíóòðè äàííîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
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